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எ கஎ கஎ கஎ க  - அறி கஅறி கஅறி கஅறி க
எ கைள நா  தின  பய ப கிேறா . கா  ெகா  கா கறி வா க. மீதி ெகா க. மணி
பா க. இ வள  பழ கமானதா , எ க  லபமானைவதாேன எ  ேதா றிவி கிற .

ஆனா  எ க  கவனமாக  ாி ெகா ள பட ேவ யைவ.

எ  எ க , 1, 2, 3 ஆகியைவ எ ப  நம  ெதாி . ந  க  ெதாி ,

ைமயான ெபா களி  எ ணி ைக அைவ. ைகயி  இ  விர க , ெச யி  இ
க , வய  ேம  ஆ க . கணித தி  இவ ைற  எ க  (Integers) எ கிேறா . பல

ஆர பகால ச க க  இ த  எ க  ம ேம ெதாி தி தன.

அத பி  பி ன க  இய பாகேவ க டறிய ப டன. ைகயி  இ ப  ஒ  மா பழ . அைத
சேகாதர ட  பகி ெகா ளேவ . எ ன ெச வ ? அ த மா பழ ைத இர டாக
ெவ டேவ . ஒ ைற இர டா க ேவ . அ ப  ெவ ய ஒ  ப தி, இர  ஒ
பாக . மா  2500 ஆ க   வா த கிேர க க , எ கைள இர  வைகயாக
பிாி தன .  எ க , பி ன க . பி ன கைள  கீ க ட வைகயி  எ கிேறா .

5
6,

2
3,

17681
234567

இவ  விகித  பி ன க  (Rational Numbers, fractions) எ  ெபய .

பி தாேகார  - இவர  ெபயரா  ஒ  கணித  ேத ற  வழ க ப கிற  - மா  2,500

ஆ க   வா தவ . இவ  வ க எ க  என ப  எ கைள  ப றி ஆரா தா . ஓ
எ ைண அேத எ ணா  ெப கினா  கிைட ப  வ க . 2-ஐ 2-ஆ  ெப கினா  கிைட ப
4. 2-  வ க  4. அேதேபால, 9 = 3x3, 16=4x4.... இவ ைற  கீ க ட கணித  றி
ைறயி  றி கிேறா .

22 = 2x2 = 4

4√  = 2

இ த வ க எ களான 4, 9, 16 ஆகியவ ைற  பா வ த
பி தாேகார  இவ றி  இர  வ க எ கைள  னா ,

ம ெறா  வ க எ  வ வைத  க டா . அ ப ப ட எ கைள அவ
ேகாண  ஒ ட  இைண  பா தா . இ த  எ க  ஒ

ெச ேகாண ேகாண தி  ஒ ெவா  ப கமாக இ பைத  க டா .

இைத தா  பி தாேகார  ேத ற  எ கிேறா . ஒ  ெச ேகாண
ேகாண தி   ப க க  a, b ம  c எ றா ,

a
2+ b2 = c2

பி தாேகாரஸு  அவர  சீட க  ேம க ட சம பா  விைடகளாக பல  எ கைள
க பி தன .
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32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 52

52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 132

ஒ நா  பி தாேகார  சீட  ஒ வ  அதி சியான ஒ  விஷய ைத  க பி தா . ஒ
ெச ேகாண ேகாண தி  இர  ப க களி  நீள  1, 1 எ  இ தா , றாவ
ப க தி  நீள  ஒ  விகித  பி னமாக இ கா  எ பேத அ .

அதாவ , ஒ  ெச ேகாண ேகாண  a = b = 1 எ  ைவ ெகா க .

அ ப ெய றா ,

c
2 = 12 + 12 = 1 + 1 = 2

c = 2√

இ ேக 2√  எ பைத இர   எ களி  விகிதமாக - அதாவ  விகித  பி னமாக -
எ த மா?

யா  எ  ெசா னதா  அ த  சீட  அ ேத ெகா ல ப டா  எ கிறா க . காரண ,

பி தாேகார  அ ப ப ட “ெக ட” எ க  இ க யா  எ  தீவிரமான ந பி ைக
ைவ தி தா . ஆனா  அ த ந பி ைக ெபா யான . ஏ  இ த எ ைண விகிதமாக, இர

 எ களி  பி னமாக  ெகா க யா  எ பைத நாைள பா ேபா .

RangaRakes tamilnavarasam.com



விகித றாவிகித றாவிகித றாவிகித றா எ கஎ கஎ கஎ க
ேந , 2√  எ ற எ ைண  ப றி  பா ேதா . அைத இர   எ களி  பி னமாக
ெகா க மா எ ற ேக விைய எ பிேனா .

ஒ ைற பைடஒ ைற பைடஒ ைற பைடஒ ைற பைட எ கஎ கஎ கஎ க  இர ைட பைடஇர ைட பைடஇர ைட பைடஇர ைட பைட எ கஎ கஎ கஎ க

1, 3, 5, 7 ேபா ற எ கைள ஒ ைற பைட எ க  எ கிேறா . 2, 4, 6, 8 ேபா ற இர டா
றி மாக வ பட ய எ கைள இர ைட பைட எ க  எ கிேறா . ஒ ைற பைட

எ கைள இர டா  றி மாக வ க யா . மீதி வ . இர  இர ைட பைட
எ கைள  னா  வ வ  இர ைட பைட எ . அேதேபால இர  ஒ ைற பைட
எ கைள  னா  கிைட ப  இர ைட பைட எ ேண. ஆனா  ஓ  ஒ ைற பைட
எ ைண  ஓ  இர ைட பைட எ ைண  னா  கிைட ப  ஒ ைற பைட எ . சில
எ கைள எ   பா  உ தி ெச ெகா க .

அ  இ த ஒ ைற, இர ைட பைட எ கைள ைவ  ெப கி  பா க . இர
ஒ ைற பைட எ கைள  ெப கினா  கிைட  விைட ஒ ைற பைட எ . இர
இர ைட பைட எ கைள  ெப கினா  கிைட ப  இர ைட பைட எ . ஓ  இர ைட பைட
எ ைண  ஓ  ஒ ைற பைட எ ைண  ெப கினா  கிைட ப  இர ைட பைட எ .

இைத ைவ  பா தா , ஓ  எ ணி  வ க  இர ைட பைட எ ணாக இ தா  அ த
எ ேம இர ைட பைட எ ணாக தா  இ கேவ  எ  ாி .

இ ெபா  நா  எ ெகா ட அ பைட  ேக வி  மீ  வ ேவா .

எ த பி ன ைத எ ெகா டா  அத ெகன க ப ட ஒ  வ வ  உ ள . 
p

q
 எ ற

எ ைண எ ெகா க . இ  p, q இர ேம  எ க . இைவ இர ைட  r எ ற
சிறிய எ ணா  வ க  எ றா , அ த வ தைல  ெச விடேவ .

உதாரண , 4
6
-ஐ எ ெகா க . 4, 6 ஆகிய இர  எ கைள  2-ஆ

வ க . எனேவ வ வி க . நம  கிைட ப  2
3
. இனி, 2, 3 ஆகியவ ைற

இவ ைறவிட  சிறிய எ  எதனா  வ க யா . இ தா  இ த பி ன தி  மிக
க ப ட வ வ . இத ேம  இ த பி ன ைத க யா .

இ ேபா , 2√  எ ற எ ைண விகித  பி னமாக எ த  எ  நிைன ெகா ேவா .

அதாவ , 2√ =
p

q

இ  ேமேல றி பி ள பி ன , மிக  க ப ட வ விலான . இத ேம  இ த
பி ன ைத  க யா . இ ேபா , இர  ப க கைள  வ க  ெச க .

2 =
p2

q2
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அ ல , p2 = 2q2

நா  ஏ ெகனேவ பா த ேபால, ஓ  எ ணி  வ க  இர ைட பைட எ ணாக இ தா ,

அ த எ ேம இர ைட பைட எ . எனேவ p = 2m எ  வ மா  m எ ற எ
இ கேவ . அ ப ெய றா ,

p2 = 4m2

அ ல , q2 = 2m2

அ ப ெய றா , q ட இர ைட பைட எ ணாக தா  இ கேவ .

அதாவ , p, q ஆகிய இர ேம இர டா  வ பட  யைவ. அ ப ெய றா  அ த
பி ன ைத ேம  க . ஆனா  இ  நா  ஏ ெகனேவ இ த பி ன ைத இத ேம

க யா  எ  ெசா யி ேதா . எனேவ 2√  எ பைத விகித  பி னமாக எ த
யா  எ ற ேக நா  வரேவ .

இ ப ப ட எ கைள விகித றா எ க  (Irrational numbers) எ  ெசா ேவா . ஒ ெவா  

எ ைடய வ க ல , ஒ  ம ெறா   எ ணாக இ , அ ல  விகித றா
எ ணாக இ . (2, 3 ஆகியவ றி  வ க ல  விகித றா எ ணாக இ . ஆனா  4-

வ க ல  2. மீ  5, 6, 7, 8 ஆகியவ றி  வ க ல  விகித றா எ க . 9-  வ க ல  3.

எ த  எ ணி  வ க ல  இ ப தா  இ  எ பைத எ ப  நி பி ப  எ
ேயாசி க .)

நா  ேமேல பா த நி பண ைத த  எ திைவ தவ  ளி  எ பவ . மா  2300

ஆ க  கிேர க தி  வா தவ . அெல சா ாியா ப கைல  கழக தி
ேபராசிாியராக இ தவ . Elements எ ற தக ைத எ தினா . இதி  அ வைரயி  ெதாி தி த
பல கணித உ ைமகைள  ெதா  ைவ தா . ளி  ப றி நா  நிைறய
ெதாி ெகா ளேவ . இவைர மீ  மீ  பா க ேபாகிேறா .

ஓ  எ  வ க ைத  ேபா ேற, ெவ ேவ  ப க  உ . வ க  எ ப  இர டா  ப .

கன  எ றா  றா  ப . அதாவ  ஓ  எ ைண ைற அதனாேலேய ெப கேவ .

23 எ றா  2x2x2 = 8. 33 எ றா  3x3x3 = 27. வ க ல ைத  ேபா ேற கன ல  உ . 8-

கன ல  2. 27-  கன ல  3. இர டா ப , றா ப  ேபா  எ தைன ப க
ேவ மானா  ேமேல ேபா ெகா ேட இ கலா . 2-ஐ ஐ ைற ெப கினா  - அதாவ
2x2x2x2x2 = 32 - கிைட ப  2-இ  ஐ தா  ப .  எ களி  வ க ல கைள  ேபா ேற
கன ல க , நா கா , ஐ தா  ல க  ஒ   எ ணாக இ , அ ல  விகித றா
எ களாக இ . இ ப  உ வா  விகித றா பி ன க  அைன ைத  பலப
சம பா களி  விைடகளாக  பா க .

பலப  சம பா க  (Polynomial Equations) எ றா  எ ன எ  நாைள பா ேபா .
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இ பஇ பஇ பஇ ப  சம பா கசம பா கசம பா கசம பா க
பலப  சம பா கைள  ப றி  ேபச  ெதாட கிேனா . x எ ப  ஒ  மாறி (variable) எ றா ,

அத  வ க , கன , நா கா  ப  ஆகியவ ைற x2, x3, x4 எ  எ தலா . இ த  ப கைள
ெவ ேவ  எ களா  ெப கி, இவ ைறெய லா  னா  நம  கிைட ப  அ த மாறி x
-  சா  (function). இ த  சா  n வாிைச ெகா ட பலப  சா  (polynomial function) எ
ெபய . இ ப  கிைட  பலப  சா ைப ழிய  (Zero) சம ப தினா  கிைட ப  n

வாிைச ைடய பலப  சம பா .

a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ... + anxn = 0

இ த  சம பா  n = 1 எ றா  நம  கிைட ப  மிக எளிதான ‘ஒ ப  சம பா '.

a0 + a1x = 0

இ த  சம பா  மிக எளிதான விைட உ ள .

x = −
a0
a1
, a1 ≠ 0

ஒ ப  சம பா  அ த , இ ப  சம பா  (quadratic equation).

a0 + a1x + a2x2 = 0

ெபா வாக கணித  தக களி  இ த  சம பா ைட இ ப  எ தியி பா க :

ax2 + bx + c = 0

இர ேம ஒ தா . இர  ெக க  (co-efficients - xn-   இ  an) ேவ
றி களா  றி க ப கி றன. n வாிைச ள ஒ  பலப  சம பா  n விைடக
உ ளன எ  நி பி கலா . அதாவ , இ ப  சம பா  இர  விைடக .

அ ப ெய றா  எ ன அ த ? x எ  மாறி எ த மதி ைப  எ ெகா ளலா  எ
பா ேதா . x எ த மதி ைப எ ெகா டா , இட ப க  உ ள பலப  சா ,

ழியமா மா? ஆகா . x, றி பி ட இர  மதி ைப எ ேபா தா  இ ப  சா , ழிய
எ  மதி ைப  ெப . x பிற மதி கைள எ ெகா ேபா  இ ப  சா பி  மதி
ழியமாக இ லாம  ேவ  மதி கைள  ெப . ேமேல றி பி ட இ ப  சா , x எ ற மாறி,

p, q ஆகிய மதி கைள  ெப ேபா  ழியமாகிற  எ  ைவ ெகா ேவா .

அ ப ெய றா ,

(x − p)(x − q) = 0

அ ல , x2 − (p + q)x + pq = 0

ேமேல உ ள சம பா ைட த  எ திய இ ப  சம பா ட  ஒ பி  பா தா , நா
இ வா  ெசா ல :
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p + q = − b

a

pq = c

a

இ த இர  சம பா கைள  ெகா , p, q ஆகியவ ைற a, b, c ஆகியைவ ல
ெகா க .

(p + q)2 = p2 + q2 + 2pq

(p − q)2 = p2 + q2 − 2pq

(p − q)2 = (p + q)2 − 4pq = b2 −4ac
a2

இர  ப க  வ க ல  எ தா , கிைட ப :

p − q = b2 −4ac√
a

இ ேபா , p, q ஆகியவ ைற  ெபறலா :

p =
(p+q)+(p−q)

2 = −b+ b2 −4ac√
2a

q =
(p+q)−(p−q)

2 = −b− b2 −4ac√
2a

ப ளி ட தி  கணித  ப ேபா  இவ ைற  பா த ஞாபக  வ கிறதா? இ த  தீ ைவ பல
இட களி  மீ  மீ  பய ப ேவா . ஒ  பலப  சம பா  விைடக , அ த
சம பா  ல க  என ப .

இ ேபா  விகித றா எ க  (irrational numbers) மீ  வ ேவா . எ லா விகித றா
எ கைள  பலப  சம பா களி  ல களாக  பா க . இ த  சம பா
ெக க  (co-efficients) விகித  எ களாக இ தா ட, ல க  விகித றா எ களாக
வ . உதாரண  2√  எ ப  x2 − 2 = 0 எ  இ ப  சம பா  ஒ  லமா .

ம ெறா  ல  − 2√ .

இ ேபா  ெமா த  விதமான எ க  இ பதாக நீ க  நிைன கலா . ஒ  

எ க . இர  விகித  எ க  (பி ன க ). றாவதாக பலப  சம பா களி
ல களான விகித றா எ க .

ஆனா  உ ைம அ வ ! இ த எ க  சி காத பல எ க  உ ளன. அ ப ப ட
எ களி  இர  மிக  வாரசியமான எ கைள நாைள பா ேபா !
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எஎஎஎ  றிறிறிறி
நா  ப ேவ  எ கைள  ப றி  ேபசி ெகா கிேறா . ஆனா  ைதய கால களி  இ த
எ க  எ ப  றி பிட ப தன எ பைத  ப றி இ வைர ேபசவி ைல. கிேர க க
வைரகணித , எ க  ஆகியவ ைற  ப றி நிைறய விஷய கைள ஆரா  க றி தன .

ஆனா  அவ க  ழ வத  மிக  க னமான எ  றி கைள  பய ப தின . கிேர க
எ  றி க  ஒ ெவா  ஒ  றி பி ட மதி  இ த . அதாவ , Ι=1, Π=5, ∆=10,

Π∆=50, Η=100, ΠΗ=500.

இட ற  இ ப  கிேர க எ க . Ι எ பைத அேயா டா எ  உ சாி கேவ . Π

எ றா  ைப. ∆ எ றா  ெட டா. Η எ றா  ஈ டா.

கி. . நா கா  றா  ஒ  திய ைற கிேர க தி  த ப ட . 1, 2, 3 ... 9 ஆகிய
எ க  ஒ ெவா  ஒ  றி . 10, 20, 30 ... 90 ஆகிய ஒ ெவா  ஒ  றி .

அேதேபால, 100, 200, 300 ... 900 ஆகியவ . ெமா த  27 றி க  ேதைவ ப டன. ஆனா
கிேர க ெமாழியி  இ தேதா 24 எ க தா . எனேவ அ த 24-உட  ேம   பைழய
எ  றி கைள  ேச ெகா டன . 1,000-ஐ விட  சிறிய எ த எ ைண
இவ ைற ெகா  றி பிடலா . 435 எ ற எ ைண 400(υ)+30(λ)+5(ε) எ  எ திவி வா க .

அதாவ  υλε.

அ த  கால  ப ளி  ழ ைதகைள நிைன  பா க ! எ வள  பாவமாக இ தி ? சாி,
999 வைர ஒ ேப றிவிடலா . அத ேம ? இ த  றி கைளேய ைவ  1,000-க , 10,000-க ,

100,000-க  ஆகியவ ைற  றி தா க . ஆனா  அ த  றி  ஒ  சி ன ேகா
இ .

ேராமானிய க  இைத ேபா ேற ஒ  எ  றி ைட ைவ தி தன . இ ட இ த
றி  ழ க தி  உ ள , க கார க  சிலவ றி  பா கலா . இ ேபா  ழ க தி  உ ள
ேராமானிய எ  றி , I=1, II=2, III=3, IV=4, V=5, VI=6, VII=7, VIII=8, IX=9, X=10, L=50,

C=100, D=500, M=1000. 2008-  ஆ  எ பைத MMVIII எ  றி பி கிேறா . நா  ேமேல
பா த 435-ஐ CDXXXV எ  றி பி கிேறா . இ ேக CD = D-C = 500-100=400. XXX = 30. V=5.
CDXXXV எ ற எ ைண MMVIII எ ற எ ணா  ெப கேவ  எ றா  எ ன ஆ  எ
ேயாசி  பா க !

இ ேபா  ழ க தி  இ  எ க  இ தியாவி  ேதா றின. அேரபியா வழியாக
ஐேரா பா  ெச றன. இ த எ  ைற  ஹி -அராபி  எ க  எ  ெபய . எ க
அைன  ப த மான தி  (decimal) வழ க ப டன. ெமா த  10 றி க  ம ேம ேதைவ. 1
த  9 வைர, டேவ '0' ( ழிய ). த ைறயாக '0' எ ற எ  ஒ  றி
ெகா க ப ட .

கிேர க, ேராமானிய க  ழிய ைத சாியாக  ாி ெகா ளவி ைல. இ த எ  இ திய கணித
வ ன களா  பய ப த ப ட . கி. . 400 த  கி.பி. 400-  இ த எ க  இ தியாவி
ேதா றியி கேவ  எ  கணி கிறா க . 0-9- கான றி க  ெதாட க தி  பிராமி
வாிவ வ தி  இ தன.
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கி.பி. 825-  அ  வாாி மி எ பவ  பாரசீக ெமாழியி  'ஹி  எ கைள ைவ  கண கி வ '

எ ற தக ைத எ தினா . இ த  தக  12-  றா  ல தீ  ெமாழி  மா ற ப ட
(Algoritmi de numero Indorum). அ கி  ஃபிபேனா சி எ ற இ தா ய கணித வ ன  ல
ஐேரா பா வ  பரவிய . ஃபிபேனா சி ப றி ேம  பா க ேபாகிேறா .

இ தியாவி  பிராமி வாிவ வ தி  இ த எ க  பி ன  ேதவநாகாி வ வி  தமி  வ வி
எ த ப டன. அராபிய க  ேதவநாகாி வ ைவ  பி ப றி த கள  வாிவ வ ைத
ஏ ப தி ெகா டன . ஐேரா பிய க  அேரபிய வ வ ைத மா றின . இ , இ ேபா  நா
வழ  வ வ  ைதய ஐேரா பிய வ வ களி  இ தியாக உ வான .

தமி  எ  வ வ க  இ  றி மாக அழி வி டன. னிேகா  எ வி  இவ ைற
காணலா . ஆனா  ேதவநாகாி எ  வ வ க  இ  வட இ திய ேப களி  காண ப
நம  ெப  ெதா ைலைய  ெகா கி ற . அேரபிய நா களி  இ  அவ கள  எ  வாி
வ வ க  பய ப த ப வதாக  ேக வி.

ழியழியழியழிய  எதிஎதிஎதிஎதி  எ கஎ கஎ கஎ க

சம கி த தி  ய, அரபியி  ஃ , இ தா  ெமாழியி  ெஸஃபிேரா, பிெர சி  ெஸேரா,
ஆ கில தி  ேரா என ப வ , தமிழி  ய , ழி, ழிய  எ  அைழ க ப கிற .

கி.பி. 628-  பிர ம த  தா  எ திய ர ம ட சி தா த  எ ற  ழிய ைத  எதி
எ கைள  (negative numbers) எ ப  பய ப வ  எ  றி பி கிறா . அவ கான
'அ ஜீ ரா' விதிகைள  விள கிறா .

ழிய ைத  எதி  எ ைண  னா  கிைட ப  எதி  எ . ழிய ைத  ேந
எ ைண  (positive number) னா  கிைட ப  ேந  எ . ழிய ைத, ழிய ட

னா  கிைட ப  ழிய . இ வா  ெதாட கி, இ த எ கைள  ெப கினா  எ ன ஆ ,

னா  எ ன ஆ  என எ லாவ ைற  விள கிறா  பிர ம த .

அத  சில றா க  கழி  பா கர  (2) எ பவ , 12-  றா  அாிதேம ,

அ ஜீ ரா ஆகியவ ைற விள கி லாவதி, ஜகணித  எ ற இர  தக கைள எ தினா .

இவ  பி ன  சி தா த சிேராமணி எ ற தக தி  ேகாள வ வ  ெபா க  ப றி  வானிய ,

ேகா களி  நடமா ட  ப றி  எ தினா .

நா  ேந  பா த இ ப  சம பா களி  தீ ைவ த  ெகா தவ  பா கர தா .

இ ட , ப  சம பா களி  தீ , அத  ேம ப ட பலப  சம பா கைள
தீ க மா யாதா ேபா ற பலவ ைற பா கரா லாவதியி  எ தி ளா . இவ ைற நா
பி ன  பா க  ேபாகிேறா . இ த சம கிாித களி  ஆ கில ெமாழியா க  ெஹ றி தாம
ேகா  எ பவரா  ெச ய ப  (Algebra, with Arithmetic and Mensuration, from the Sankrit of

Brahmagupta and Bhaskara) கிைட கிற .

அ த சில பதி களி  நா  ன  றி பி த சில கியமான எ கைள  ப றி
ேப ேவா .
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π (ைபைபைபைப)
இய ைகயி  மிக சில வ வ களா  ம ேம வ ட  அ ல  ேகாள ட  ேபா ேபாட

.

வ ட  எ ப  மிக  க சிதமான ஒ  வ வ . c எ ற ளிைய எ ெகா க . r நீள ள
ஒ  கயிைற எ ெகா க . அன த  கயி றி  ஒ  ைனைய c-யி  ைவ , கயி ைற
இ  பி  ம ைனைய c-ஐ  றிவ மா  ெச க . உ க  கிைட
வ வ தா  வ ட . இேத ஐ யாைவ பாிமாண தி  ெச  பா க . உ க
கிைட ப  ேகாள . ைமய தி  ெவளி ற தி  உ ள எ த  ளி மான ர  r ஆக
இ .

நா  வா  மி கி ட த ட ேகாள வ வமான . வானி  இ  பல ெபா க  கி ட த ட
ேகாள வ வமானைவ. ஒ  ளி நீ  கீேழ ெசா ேபா  ேகாள வ ைவ எ ெகா கிற .

(ஈ  விைச காரணமாக அ த  ேகாள  ச ேற மா ப .)

வ ட  அ ப  எ ன ெப ைம? ஒ  கைத ெசா வா க . ஓ  அரச , த  அைவயி  இ த
திசா  ஒ வைன ெம சி, அவ  பாி  ெகா க வி பினானா . ஒ  நீ ட கயி ைற

அவனிட  ெகா , இ த  கயி றா  எ வள  இட ைத  றி வைள ெகா ள ேமா,
அ வள  இட ைத  நீேய ைவ ெகா ளலா  எ றானா . றி பி ட றளவா
ழ ப ட இட  மிக அதிகமானதாக இ கேவ மானா , அ  எ த வ வ தி
இ கேவ ? வ ட  எ ப தா  இத கான விைட. அேதேபால றி பி ட பர பளவா
ழ ப ட ெகா ளிட  மிக அதிகமானதாக இ கேவ மானா , அ த வ வ , ேகாளமாக
இ கேவ .

இைதேய மா றி  ெசா வதானா , ெகா த ெகா ளள , மிக  ைற த பர பளைவ
எ ெகா ள ய வ வ  எ ன எ ற ேக விைய எ பலா . விட - ேகாள .

இ ேபா ற ெப ம  (maxima), சி ம  (minima) ஆகியவ ைற கா ல  என ப  கணி பிய
ப றி  பா ேபா  எ ெகா ேவா .

இ ேபாைத  வ ட  மீ  வ ேவா . ஒ  வ ட  r எ ப  ஆரமாக (radius)

இ தா , அ த வ ட தி  றள  எ ன? அ ல , ஒ  வ ட தி  றள  அத
ஆர மான விகித  எ ன? வசதி காக, ஆர  எ பைதவிட வி ட  (diameter = ஆர ைத
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ேபால இ மட ) எ பைத எ ெகா ேவா . வ ட தி  றள  அத
வி ட மான விகித  எ ன?

இ த  ேக வி கான விைட மா  3,000 ஆ க  னதாகேவ பல பழைமயான
ச க க  ெதாி தி த . பாபிேலானிய க , எகி திய க , பைழய ஏ பா
இ ரேவல க , கிேர க க , ேவதகால இ திய க , சீன க  என அைனவ  இத கான
விைடைய அறி தி தன . இ  நா  இ த விகித ைத π எ  எ கிேறா . 'ைப' எ
அைழ கிேறா .

அைனவ  இ  எ ன எ  ெதாி தி தா , இத கான சாியான விைடைய  க பி க
க ட ப டன . அ ேபாைதய ம க  விகித  பி ன க  ம தா  ெதாி தி தன
எ பைத நிைனவி  ைவ ெகா க . இ ேபாைதய தசம (decimal) றி  ைற
அ ேபா  இ தி கவி ைல. எனேவ π-ஐ இர  எ களி  விகிதமாக  ெசா லேவ .

π-  மிக ெந கிய  எ  3. பாபிேலானிய க , 258  எ பைத , எகி திய க , 25681

எ பைத , ேவதகால இ திய க , 339108 எ பைத  பய ப தின .

இ  ப ளி தக களி  நா  பா  227  எ பைத கிேர க  ஆ கிெம  ெகா தா .

இவ தா  ளி ெகா ேபா  ேரகா எ  க தி ெகா  அ மணமாக  ெத வி
ஓ யதாக ஒ  கைத உ ! ஒ  றி பி ட எைட ள ெபா  ஒ ைற த ணீாி
அமி தினா , அ த  ெபா , த  எைடயள  த ணீைர ெவளிேய  எ பைத தா
அவ  த ைடய பா  ட பி  அமி ேபா  க பி தா !

ஆ கிெம  ெகா த π = 227  எ ப தா   உ ைம எ  வா நா  வ
நிைன தி பவ க . பலேகா . உ ைமயி , 227  எ ப  π-ஐவிட ச ேற ெபாிய . சீன க  355113

எ ற விகித ைத  பய ப தின . இ  π-  ெவ  அ கி  இ க ய .

ஆனா  இைவ எ லாேம ேதாராயமான மதி கேள. ஏ  எ பைத நீ க  எளிதாக இ ேநர
க பி தி க . ஏெனனி  π ஒ  விகித றா எ . இத கான நி பண ைத பி ன  ேநர
வ ேபா  பா ேபா . அத  ேதைவயான கணி பிய  (Calculus) அ ல  ேகாணவிய
(Trignometry) ப றி நா  இ ன  பா க  ெதாட கவி ைல.

π த  வைரகணித  ெதாட பாக  க பி க ப ட . ஆனா  இ  எ த  ைற சா த
கணித  தக ைத எ தா , π-ஐ  பா காம  இ க யா .

னிவாச ராமா ஜ  π மீ  தீரா  காத  இ த . த ைடய ேநா தக தி  π-ஐ
கண கிட பல வி லா ெதாட கைள (Infinite series) அவ  எ திைவ தி தா . ேமேலா டமாக
பா ேபா , எ கி  இ த  ெதாட க  வ தன எ  யா  ாியா . உதாரண
இ த  சம பா ைட  பா க :

1
π
= 2 2√
9801∑k=0

∞ (4k)!(1103+26390k)

(k)!4(396)4k

இ  ஒ  வ ற ெதாட  (இ ேபா ற ெதாட கைள  பி ன  பா க  ேபாகிேறா ). அதாவ
எ ைலயி லாத, ேவ இ லாத பல எ களி  ெதாைக இ . ேமேல உ ள சம பா ,
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ஃேப ேடாாிய  எ  ெசா ல ப  k ! ஒ  உ ள . இ ேக k ஒ  ேந   எ  (Positive

integer). கீேழ உ ளவ றி  . எ ப  ெப கைல  றி .

3! = 3.2.1 = 6

7! = 7.6.5.4.3.2.1 = 5040

k ! = k(k − 1)(k − 2)(k − 3)...(3)(2)(1)

ேம , 0! = 1. எ த எ ணி  ப  0-வாக இ தா , அத  விைட 1. அதாவ , 50 = 1. x0 = 1, x
எ வாக இ தா . இவ ைற ைவ ெகா , ட  றி  ∑ - கீ  இ  த  எ
1103 ஆக வ . இர டா  எ  

4!(1103+26390)

3964
= 659832
24591257856. ஒ  ஜா காக றா  எ ைண

க பி தா  வ வ , 2172562560
604729962940281716736. இத  அ த எ ைண கா ேல ட  ெகா

க பி க நிைன தா , உ க  எ  ஆசீ வாத க ! இனி வ  எ க  எ லாேம
ழிய  மிக அ கி  ெச வதா , அவ ைற ெவ விடலா . இ ேபா  π-  மதி  எ ன
எ  பா கலாமா?

1
π
= 2 2√
9801 1103 +

659832
24591257856 +

2172562560
604729962940281716736







அ த பதிவி , ராமா ஜ  π-  மதி ைப  கண கிட  க பி த சம பா க
சிலவ ைற பா ேபா .
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ெதாடெதாடெதாடெதாட  வாிைசகவாிைசகவாிைசகவாிைசக
π எ  எ  அைத ேபா ற பிற சிற  எ க  பிற  வ ேவா . ராமா ஜ
π-ஐ  கணி க  ெகா த பல ஃபா லா கைள  பிற  பா ேபா . இவ ைற  ாி ெகா ள
நம  ேவ சில அ பைட விஷய க  ேதைவ ப கி றன. அவ ைற இ ேபா  பா ேபா .

இைவ ெதாட  வாிைசக , ெதாட  பி ன க , ெதாட  ல க  ஆகியைவ. இவ ைற மீ
மீ  நா  பா க இ பதா , இ ேக ெகா ச  கவனமாக  பா வி ேவா .

அத , ' வி ' எ ற க ைத  பா கேவ . இைத ஆ கில தி  இ ஃபினி  எ
அைழ கிேறா ; ∞ எ ற றி டா  எ கிேறா . நம  ழிய  எ றா  எ ன எ  ாிகிற .

ஒ ேம இ லாதைத  றி ப  ழிய . 1, 2 எ றா  எ ன எ  ாிகிற . வி  எ றா
எ ன?

வி  எ ப  ஒ  றி பி ட எ ைண  றி பத ல. அ  ஒ  க . எ ேகா ெதாைலவி
இ  ஒ  ளி எ  ைவ ெகா க . ெந கேவ யாத, எ ணேவ யாத ஒ
நிைல. பிர ம த , ழிய ைத எ வா  கண கி  பய ப வ  எ  சில விதிகைள
ெகா தி தா  எ  ஏ ெகனேவ பா தி ேதா  அ லவா? அைவயாவன:

x + 0 = x

x − 0 = x

x.0 = 0

0 − x = x

ஆனா  பிர ம த  ஒ  தவைற  ெச தி தா : 0
0
= 1 எ  எ தியி தா . ஆனா  இ

சாியானத ல. இ ெபா  நா  வி ைய இ வா  வைரய கலா :

1

0
= ∞

∞ + x = ∞, x ள .

∞− x = ∞, x ள .

∞.x = ∞, x ள .

x

∞
= 0, x ள .

ஆனா , (0.∞), or (∞
∞
) அ ல  (0

0
) ஆகியவ  மதி ைப வைரய க யா .

ஓ  எ , அ  எ தைன ெபாியதாக இ தா  சாி, அதைன எ த  எ றா  அ
வி ய ல. ள , தி டமான . 10100 எ ப  மிக ெபாிய எ . 1 எ தி அத

ப க தி  100 ழிய கைள எ தினா  கிைட  எ ! ஆனா  இ  ள எ . வி
எ ப  இைதவிட  ெபாிய . 1010

100
 எ ற எ , ேம  ெபாிய . ஆனா  இ த எ  ட ஒ
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ள எ ேண. இ த  பிரப ச தி  உ ள அ தைன அ களி  எ ணி ைக ஒ
ள எ . ஒ  த ணீ  ளி எ ப  3 மி  ட  அட கிய த ணீ  எ

ைவ ெகா க . அ ப ெய றா , உலகி  உ ள அ தைன கட களி  ேச
இ  த ணீ  ளிகளி  எ ணி ைக ள . ம ணி  இ  க களி
எ ணி ைக ள . பிரப ச தி  இ  ந ச திர களி  எ ணி ைக ள .

உலகி  வசி  மனித களி  எ ணி ைக ள . உலகி  சகல ஜீவராசிகளி
எ ணி ைக ள .

வி  எ பைத  க ணா  கா ப யான உதாரண  ஏ  கிைடயா . இ  ஒ  கணித
க  ம ேம. இ த  பிரப ச தி  உ ள அைன  விஷய க ேம ளைவதா .

ஆனா  கணித தி  நீ க  நிைறய வி கைள  பா கலா .

விலாவிலாவிலாவிலா  ெதாட கெதாட கெதாட கெதாட க

இ ேபா  வி  எ பைத ஓரள  ாி ெகா ேளா , அ லவா? இைத
ைவ ெகா , கணித தி  பல இட களி  காண ப  ஒ ைற  பா ேபா .

ெதாட சியாக  பல எ கைள ஒ றாக  வத   ெதாட  (Addition series) எ
ெபய . ேவ இ லாத பல எ கைள  ெகா ேட இ தா  கிைட ப  விலா
ெதாட க  (Infinite series). 1+2+3+4 எ பைத எ ெகா க . இத  விைட 10. சில
எ கைள  னா  வ  ெதாைக இ . இ ேபால அ த  உ ள பல எ கைள  ட
ஒ  எளிதான சம பா  உ ள . 1+2+3+4+5+.... +100 வைர டேவ  எ
ைவ ெகா க . இத  விைட எ ன? உ களிட  நிைறய ேநர  இ தா  ஒ ெவா றாக

ெகா ேட வரலா .

க  எ ற ெஜ மானிய கணித ேமைத சி வனாக  ப ளியி  ப தேபா , அவ  வா த
வா தியா  ெகா ச  . சி  பச கைள பய வ  அவ  விைளயா . அ த
உ ள பல எ கைள  ெகா , ட  ெசா வா . ைபய க  அ த சில மணிேநர

விடாம  ெகா ேட இ பா க . அ ப தா  அவ  க  இ த வ பி
ெச தா . ஆனா  அவ  இ த  ப க  தி பிய ேநர  க  விைடைய  ெசா வி டா .

நீ க  ெச யேவ ய  இ வள தா ! ட  இ  எ கைள தைலகீ  வாிைசயாக
மா றி எ க .

1+2+3+4+5+...+100 = 100+99+98+....+1

இர  ெதாட கைள  ஒ றி கீ  ஒ றாக எ க .

1+2+3+ .... + 98+99+100

100+99+98+...+3+2+1

இர  வாிைசகைள  க . அதாவ  த  வாிைசயி  த  எ ைண  இர டாவ
வாிைசயி  த  எ ைண  க . அ ப ேய ெதாட  ெச க .

101+101+101+....+101+101+101 = 100*101

இ ேபா  ெகா ள ெதாடைர இர ைற ளீ க . எனேவ வ  விைடைய
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இர டா  வ கேவ .

அதாவ , 1+2+3+4+5+...+100 = 100*101
2

அ வள தா . இைதேய n உ க  ெகா ட ெதாட  ெபா ைம ப தலா .

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + n =
n(n+1)

2

இ த  சம பா  எ லா n-க  ெபா  எ பைத உ தறித  (induction) ைற ப
நி பி கலா . உ தறித  ைறயி , ஒ  சம பா  n, n + 1, 1 ஆகிய  சாியாக உ ள
எ றா  ேபா . பிற எ க  அைன  அ த  சம பா  சாியானதாக இ . இத கான
நி பண ைத இ ேக நா  பா க ேபாவதி ைல.

எனேவ, 1+2+3+4+5+...+100 = 50*101 = 5050

1+2+3+4+5+...+1000 = 500*1001 = 500500

ேமேல நா  பா த  ள ெதாட க . இவ றி  ள சில உ கேள உ ளன. 100

அ ல  1000 உ க . ேவ ெம றா , 10100 உ க  ட இ கலா ! ஆனா
ளேத. அவ ைற   வ  விைட  ள எ ேண. அ , ஒ  ெதாடைர

பா க . இ ேக அ த  உ க  வ ெகா ேடயி . ேவ இ லாம . அதாவ ,

1 + 2 + 3 + 4 + ... + ∞

இ ேக, இத கான விைட ∞ எ  எளிதாக  ெசா விட . இ த  ெதாட , வி லா
ெதாட  ஓ  உதாரண . இ த  ெதாடைர  பா க :

1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6 + ... + ∞

அதாவ  அ த த எ க  ேநராக  எதிராக  உ ளன. இ த  ெதாட கான விைட −∞
எ  எளிதாக  ெசா விடலா . (எ ப  எ  க பி க !)

எ லா வி லா  ெதாட களி  த  ∞ அ ல  −∞ எ ேற இ மா? அ ப ெய றா
ேபார  அ லவா? ஆனா  அ  உ ைமயி ைல. பல வ ற ெதாட களி  

எ ணி ைக ளதாக இ . எ ப ப ட நிைலயி  இ  ஏ ப  எ  எளிதாக
ந மா  ேயாசி விட கிற . அ த  நா   ஒ ேவா  உ  ழிய ைத
ேநா கி  ெச லேவ . இ லாவி டா  நம  ெதாைக வி யாகேவ இ .

ஆனா  இ த  க பா  ம  ேபாதா . உதாரண  இ த  ெதாடைர
எ ெகா க .

1

1
+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ ...

இ  ேபா ற ெதாட கைள நா  கணித  றி  ைறயி  இ வா  எ கிேறா :

∑
n=1
∞ 1

n
= 1

1
+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ ...

இ ேக, n-வ  உ  எ ப  1
n
. இ  ழிய ைத ேநா கி  ெச கிற  எ ப  ெதளிவாக
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ெதாிகிற . ஆனா  இ த  ெதாட  ஒ  ள எ ைண ேநா கி  விவதி ைல. மிக ெம வாக
வி ைய ேநா கி  ெச கிற . ஒ  வி லா  ெதாட  விகிறதா அ ல  விாிகிறதா

எ பைத  க பி க சில விதிக  உ ளன.

விாி  ெதாட க  (divergent series) எ றாேல அைவ ேமாசமானைவ எ  நிைன கேவ டா .

ஆனா  அவ ைற  ைகயா ேபா  கவனமாக இ கேவ . னிவாச ராமா ஜ ,

கீ க ட ெதாட கான விைடைய இ வா  எ தியி தா :

1 + 2 + 3 + 4 + .... = − 1

12

ேமேலா டமாக  பா ேபாேத இ  சாியாக இ க யா  எ  நம  ெதாிகிறத லவா?
ஆனா  ராமா ஜ  ைதாியமாக இ த  சம பா ைட இ கிலா தி  இ  பல கணித
ேபராசிாிய க  அ பிைவ தா . அவ க  ராமா ஜைன  ைப திய  எ  க ன .

ஆனா  ேக பிாி  ப கைல  கழக  கணித வ ன  ஹா யா , ராமா ஜ  எ ன
ெசா லவ கிறா  எ பைத  ாி ெகா ள த . (நா  இ த  சம பா  சாியா, தவறா எ
இ ேபா  ெசா ல ேபாவதி ைல. இேத கைதைய பகா எ க  (Prime numbers), ாீமா
க ேகா  ( Riemann Hypothesis) ஆகியவ ைற  ப றி  பா ேபா  மீ  கவனி ேபா .)

இ ேபா  மீ  விலா  ெதாட க  வ ேவா . இ த  ெதாட க  வியேவ
எ றா , ெதாடாி  n-வ  உ  ழிய ைத ேநா கி  ெச லேவ  எ
ெசா யி ேதா . அ  ேபாதா . அ ட , (n + 1)-வ  உ  n-வ  உ மான
விகித , n ∞-ஐ ேநா கி  ெச ேபா , 1-ஐ விட  ைறவாக இ கேவ . அ ேபா தா
அ த  ெதாட  வி . விகித  1-ஐ விட அதிகமாக இ தா  ெதாட  விாி . ஆனா  இ த
விகித  1 எ  இ தா , ெதாட  வியலா , வியாம  இ கலா . ேம  சில விதிகைள
ைவ  இ த  ெதாடைர  பாிசீ கேவ . நா  அவ ைற றி மாக இ ேக
பா க ேபாவதி ைல.

∑
n=1
∞ 1

n
 எ ற ெதாட  விாிய ய . ஆனா , ∑

n=1
∞ 1

n2
 எ ற ெதாட  விய ய .

இ த  ெதாடாி  அைன  உ கைள  ேச  னா  வ  விைட இ ப தா
இ  எ  ெசா லலா : ∑

n=1
∞ 1

n2
< 2

இ ப ப ட ஒ  விலா  ெதாட தா  நா  பி னா  பா க இ  ம ெறா  சிற
எ ைண  தர ேபாகிற . அத  நா  இ ன  சிறி  நா க  கா தி கேவ . நாைள
ெதாட  பி ன கைள  ெதாட  ல கைள  ப றி  பா ேபா .
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ெதாடெதாடெதாடெதாட  பி ன கபி ன கபி ன கபி ன க
நா  

p

q
 எ ற வ விலான விகித  எ கைள  பா ேளா . இ ேக p, q இர ேம 

எ க  ஆ . இ ெபா  
p

q+ 1r
, எ ற எ ைண எ  ெகா க . இ ேக p, q, r

அைன ேம  எ க . இைத ேம pr
qr+1 எ  மா றி எ த . இ  விகித

பி னேம. அ ப யானா , கீ க ட எ ைண  ப றி எ ன நிைன கிறீ க ?

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1
a3

ெபா வாக, இ த  ெதாட  பி ன க  ளைவயாக இ தா  அவ ைற விகித
எ ணாக மா றி எ த . ேமேல ெகா ள எ ைண இ ப  எ தலா :

a0a1a2a3 +a0a1 +a0a3 +a2a3 +1
a1 +a3 +a1a2a3

ஆனா  இ த  ெதாட  பி ன க  ேவ இ லாம  ெச றா  எ ன ெச வ ? ஓ
உதாரண ைத  பா ேபா :

1 + 1

1+ 1

1+ 1
1+ ...

இ த  ெதாட  பி ன  ேவ இ லாம  ெச வதா , இதைன  கீ க ட றி
எ தலா :

1 + 1
1+

1
1+

1
1+

1
1+ ...

இத  எ ன விைட எ  க பி க மா? . இ த  ெதாடாி  விைடைய x எ
ைவ ெகா க . அ ப ெய றா , இ வா  எ தலா :

x = 1 + 1
x

இதைன, இ வா  மா றி எ தலா :

x2 − x − 1 = 0

இ  ஓ  இ ப  சம பா . இத கான பதிைல எ வா  க பி ப  எ பைத ஏ ெகனேவ
பா ேளா . அ த ைறயி  விைடைய  க பி தா , நம  கிைட ப :

x = 1± 1+4√
2 = 1± 5√

2

இ ேக ந ைடய ெதாட  பி ன தி  எ லாேம ேந   எ ணாக இ பதா , விைட  ேந
எ ணாகேவ இ கேவ , எதி  எ ணாக இ க யா . எனேவ, எதி  எ ைண
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வில கிவி  எ தினா  நம  கிைட ப :

1

1+ 1

1+ 1
1+ ...

= 5√ +1
2

இ த  ெதாட  பி ன  கிைட ள விைட ஒ  விகித றா எ .

இைத ேபா ேற ெதாட  வ க ல தி  இ ப  ஆ . உதாரண , கீ க ட ெதாட
வ க ல ைத எ ெகா க :

1 + 1 + 1 + 1 + ...√√√√

ெதாட  பி ன  விைட க பி த  ேபா ேற, ேமேல உ ள ெதாட  வ க ல
விைட க பி கலா .

x = 1 + x√

இர  ப க ைத  வ க  ெச ேபா ,

x2 − x − 1 = 0

இ த இ ப  சம பா  ேந  விைடைய எ ெகா டா , நம  கிைட ப :

x = 
5√ +1
2

ஒ  ெதாட  பி ன , ஒ  ெதாட  வ க ல  ஒேர மதி  இ ப  ஆ சாியமாக
இ கிறத லவா? அைதவிட ஆ சாியமான  இ த விைட.

ஹி -அராபி  எ கைள ஐேரா பா  எ ெகா  ேபானவ  எ  ஃபிபனா சி எ ற
இ தா யாி  ெபயைர  பா ேதா  அ லவா? அவ  ெபயரா  ஒ  ெதாட  வழ க ப கிற .

ய க   ேபா வைத ைவ  அவ  இ த  ெதாடைர உ வா கினா  எ  கைத
ெசா வா க . ஒ  ஜைத ய க  பிற  ஒ  மாத  கழி ேத தி சி அைட  ேபா
நிைலைய அைட மா . அத பி  ஒ ெவா  மாத  ஒ  ஜைத கைள ஈ  எ
ஃபிபனா சி எ ெகா டா . ஒ  ஜைத  ய க ட  த  மாத  ஆர பி தவாிட
அ த த மாத களி  எ வள  க  இ ?

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...

அதாவ , Fn = Fn−1 + Fn−2

இ த  ெதாட  எ க தா  ஃபிபனா சி ெதாட  எ  ெபய . இ த  ெதாடாி  அ த
எ ைண  க பி க, அத  ைதய இ  எ கைள  டேவ . இ ெபா , 

Fn
Fn−1

எ ற விகித ைத எ ெகா டா , n எ ப  ∞ ேநா கி  ேபா ேபா , இ த விகித  'த க
விகித ' (golden ratio) எ ற எ ைண ேநா கி  ேபா . இ த  த க விகித  எ ன எ பைத
கணி கலா . n எ ப  ∞-ஐ ேநா கி  ேபா ேபா , இ த விகித  விகிற . இதைன, x எ
எ ெகா க .
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அ ப ெய றா , x = Fn
Fn−1

=
Fn−1 +Fn−2

Fn−1
= 1 +

Fn−2
Fn−1

= 1 + 1
x

இ  நா  ஏ ெகனேவ பா வ  அேத இ ப  சம பா தா !

x2 − x − 1 = 0

இத கான விைட, x = 5√ +1
2

இ த  த க விகித தி  அ ப  எ ன ம திர ஜால  இ கிற ? ஐேரா பிய ம மல சி கால தி
ஓவிய க  சி பிக  இ த விகித ைத  பய ப தி ஓவிய கைள வைர தன , சி ப கைள
வ தன . யானா ேடா டா வி சியி  உலக  க ெப ற ேமானா சா ஓவிய தி  க ைத
அைட  ெச வக தி  ப க க  இ த விகித தி தா  உ ளன. டா வி சியி  ம ெமா
ஓவிய  Vitruvian man எ பதி  ஒ  மனித  தன  ைகைய அகல விாி , கா கைள  விாி
நி பதாக இ . அ  த க விகித  எ  பா தா  இ .

ெதாட  பி ன க , ெதாட  வ க ல க , இ ப  சம பா  கிைட
விைடக  மிக ெந கிய ெதாட  உ ள .

ஆனா  எ லா ெதாட  வ க ல க  ஒ  விகித றா எ தா  விைடயாக இ மா? கீேழ
உ ள ெதாட  வ க ல ைத எ ெகா க :

1 + 2 1 + 3 1 + 4...√√√

இ த  கண ைக நிவாச ராமா ஜ  ஜ ன  ஆஃ  இ திய  ேம தேம க  ெசாைச  எ ற
இதழி  ேக தா . ராமா ஜ  ேக பிாி ஜு  ேபாவத  ைதய கால  இ . சில
மாத க  யாாிடமி  பதி  வரவி ைல. கைடசியி  ராமா ஜேன இத கான விைடைய
ெகா தா . விைட எ னேவா மிக எளிதான தா . 3 எ ப தா  அ . இ த விைடைய எ ப
க பி ப ?

f (x) = x + 1 எ ற சா ைப எ ெகா க .

அ ப ெய றா , ( f (x))2 = (x + 1)2 = 1 + x(x + 1 + 1)

அ ல , இதைன இ வா  எ தலா :

f (x) = 1 + x f (x + 1)√

இைதேய ெதாட  ாிக சிவாக எ தி ெகா ேடேபானா  கிைட ப :

f (x) = 1 + x 1 + (x + 1) f (x + 2)√√ = 1 + x 1 + 

x + 1


1 + (x + 2) 1 + (x + 3)...√√√√

இ ேபா , x = 2 எ  எ ெகா க .

இ ேபா  நம  கிைட ப :
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f (2) = 2 + 1 = 1 + 2 1 + 3 1 + 4...√√√ = 3

அ வள தா ! சாி, இ ேபா  கீ க ட ெதாட  வ க ல  ஒ  விைடைய ேநா கி  விகிறதா,
அ ப ெய றா  அ  எ ன விைட எ  க பி க  பா கலா :

1 + 2 + 3 + 4 + ...√√√√

சாி, இ ேபா  வி ட π-  மீ  வ ேவா . இைத ெதாட  பி னமாக எ த :

π = 3 + 1
7+

1
15+

1
1+

1
292+

1
1+

1
1+

1
1+

1
2+

1
1+

1
3+

1
1+

1
14+

1
2+

1
1+

1
1+

1
2+

இைத, பல ெதாட  வாிைசகளாக  எ த . அவ ைற தா  அ  பா க இ கிேறா .
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இ தியஇ தியஇ தியஇ திய  ெதாைல கா சிகளிெதாைல கா சிகளிெதாைல கா சிகளிெதாைல கா சிகளி
த ைறயாகத ைறயாகத ைறயாகத ைறயாக,  சராசாிசராசாிசராசாிசராசாி  ெபெபெபெப
சராசாிசராசாிசராசாிசராசாி
சமீப தி  ெதாைல கா சி சான களி  ஒ  'career guidance' நி வன தி  விள பர ைத
பா ேத . ஓ  இள  ேஜா , எ ேகேயா ேக பி  ேபாயி கிறா க . இர  டார
அ க ேக ப ெகா கிறா க . தி ெரன இைளஞ  ெமாைப  ேபானி  அைழ
வ கிற . அவ  ெம வாக எ தி  ெவளிேய வ  ேபானி  ேப கிறா . பி னாேலேய அ த
இள ெப  எ வ  எ ன ேப கிறா  எ பைத  கவனி கிறா . அவ  ெசா கிறா : 'See, it

is a trick question. The arithmetic mean is always greater than the geometric mean'. (  சராசாி எ ப
எ ேபா  ெப  சராசாிையவிட அதிக .) இள ெப  நி மதி அைடகிறா . அ த
நி வன தி  க ெசல க  எ ேபா  த கள  மாணவ களி  வா ைகையேய மன தி
ைவ ளன  எ  அ த விள பர  கிற .

ஒ  ெதாைல கா சி விள பர தி  இ த  ெச திைய  ேக  என  ஒேர ச ேதாஷ .

உ ைமயி  சி  தவ  அ ேக நிக ள .  சராசாி எ ப , ெப  சராசாிைய விட
அதிகமாக அ ல  சமமாக இ  எ ப தா  சாியான .

இ த  சராசாிக  எ ன எ பைத  இவ  இைடேய எ ன உற  எ பைத  பா ேபா .

இ  எ க  a ம  b ஆகியவ றி   சராசாி (Arithmetic Mean = AM) எ ப  a+b2  ஆ .

அவ றி  ெப  சராசாி (Geometric Mean = GM) எ ப  ab√  ஆ . ெப  சராசாி
அ த ளதாக இ கேவ  எ றா , a ம  b இர ேம ேந மைற எ களாக, அ ல
எதி மைற எ களாக இ கேவ .

இ ேபா , AM எ ப  GM-ஐ விட அதிக  எ  ைவ ெகா ேவா . அ ப ெய றா ,

a+b
2 > ab√

அ ல , a + b > 2 ab√

இர  ப க ைத  வ கமா கினா ,

a
2 + b2 + 2ab > 4ab

அ ல , a2 + b2 − 2ab > 0

அ ல , (a − b)2 > 0

இ  கி ட த ட உ ைம. பா க ேபானா , (a − b)2 >= 0 ஆ . ஏெனனி  எ த எ ைண
வ க  ெச தா  கிைட ப  ஒ  ேந மைற எ ணா . ஆனா  a = b எ றானா , அ  ழியமாக
இ . அ ப ெய றா  AM, GM இர ேம ஒ றாக இ .
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எனேவ, இ  எ கைள எ ெகா டா , அவ றி   சராசாி எ ப  அவ றி
ெப  சராசாிையவிட அதிகமாக அ ல  அத  சமமாக இ  எ பைத நா
நி பி வி ேடா .

இேத ைற, பல எ க  சாியாக இ மா எ  நி பி க மா? அதாவ ,

ெபா ைமயாக,

a1 +a2 +a3 +...+an
n

>= a1a2a3...an
n√

ேமேல உ ள சம பா ைட எ ப  நி பி ப  எ  ேயாசி க !
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கா லகா லகா லகா ல , ஒஒஒஒ   அறி கஅறி கஅறி கஅறி க
சிற  எ கைள  ப றி எ ேபா  அ ததாக e எ பைத  ப றி எ த வி பிேன . ஆனா
கா லைஸ  ெதாடாம  அைத  ெச ய யா  எ பதா , இ ேபா  ெகா ச  கா ல  ப றி  ேபச

ெச ேள .

ப ளி ட  தக களி  கா லைஸ  ப  ேமாசமாக ெசா ெகா கிறா க . கறாரான
த க ட  ெசா  த வதி ைல. என  11-  வ  பாட கைள நிைன  பா கிேற . எ த
எ பி , 

� f

�x
 எ  ஆர பி  வி வா க . Function f  (சா ), continuity (ெதாட சி) ஆகியைவ ப றிய

ைமயான ாித  மாணவ களிட  உ ள  எ  நிைன ெகா டன . ஆனா  இ ைறய 11-  வ
தமி நா  பாட தி ட  ேதவலா . சா களி  ஆர பி , எ ைல (limit), ெதாட சி (continuity), வைக
(differentiation) ஆகியவ ைற  ப றி ஓரள  விள கி ளன . மிக  வாரசியமாக எ த ப ள
எ  ெசா லமா ேட . ஆனா  ேதவலா .

பல றா களாக, த வவாதிக  வி ஞானிக  ப ைம உலக ைத ‘ெதாட சியான' ஒ றாக
க திவ ளன . அேத ேநர  கிேர க க  கால தி ேத அ  எ  மிக சிறிய ஒ  ைட  ப றிய
க தா க  இ வ ள . 19-  றா  கைடசியி தா  அ  ப றிய க தா க  சாியான
ைறயி  உ வாக ஆர பி த . ெதாட  20-  றா  ஆர ப தி  ப ைம  ெபா க  அ றி,
ஆ ற ட ெதாட சியான ஒ ற ல, வா ட  களா  ஆன தா  எ ப  விள கிய . உலக
ெதாட சியான பரவ  அ ல எ றா ட, பல ப க  ெதாட சியானைவேய. கா த  ல , ஈ
விைச  ல  ேபா றைவ உதாரண க .

ப ைம உலக  எ ப யி தா ட, சா க , ெதாட சி ஆகியவ ைற ெவ  க தா க களாகேவ
எ ெகா ேட நா  நட ெகா ளலா .

ஒ  சா , ெதாட சியானதாக இ கேவ  எ பதி ைல. ஆனா  ெதாட சியானதாக இ தா தா
கா ல  என ப  கணித  ெசய பட . த  சா  எ றா  எ ன எ பைத  கவனமாக
பா ேபா .

இர  கண களி  (set) உ ள உ க  இைடேயயான உறைவ நி ணயி ப தா  சா . கண
எ றா  எ ன எ  அத  அதிகமாக இ ெபா  ைழயேவ டா . கண  எ றா  பல உ க
ஒ ேச த ஒ  டைம  எ  ம  ைவ ெகா ேவா . நா ைக  எ கைள  பி  ஒ
ட பா  அைட ைவ தா  கிைட ப  ஒ  கண . ஒ  கண  றி பி ட அள கான
உ க தா  இ கேவ  எ பதி ைல. கண க ற, வ ற எ க ட இ கலா .

1, 2, 3 ... எ  ெச  அ தைன ேந மைற  எ கைள  எ ெகா க . இவ ைற
ஒ ேச தா , இ  ஒ  கண . அ தைன எதி மைற  எ கைள  -1, -2, -3 ... எ ெகா க .

அ  ஒ  கண தா . இ த இர  கண கைள  எ ெகா  இவ கிைடேய ஓ  உறைவ
ஏ ப க . அ ப ப ட உற தா  ‘சா ' என ப . அதாவ  ஒ  கண தி  உ க , ம ெறா
கண தி  உ கைள  சா  உ ளன. அ த  சா ைப விள  உற ைற - ‘சா ' என ப கிற .

ேந மைற  எ களி  கண  A எ , அதி  ஓ  உ  a எ  ைவ ெகா ேவா . அேதேபால
எதி மைற  எ க  அட கிய கண  B எ , அதி  உ ள ஓ  உ  b எ  ைவ ெகா ேவா .

A-  இ  எ த உ ைப  எ  அதைன −1-ஆ  ெப கினா  B-  உ  கிைட வி . எனேவ
இ ேக "−1-ஆ  ெப த " எ ப தா  உற . அைத விள வ தா  சா . இதைன, f (x) = − x எ
எ த .
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ேமேல கா ய உதாரண தி  அைன  உ க  தனி தனியானைவயாக உ ளன. மா றாக, நீ க
இய  எ க  அட கிய கணமான R எ பைத எ ெகா ளலா . இ த கண தி மீ  ேமேல கா ய
சா ைப  பய ப தினா  கிைட  உ க  அேத R எ  கண தி  உ கேள.

இ த R எ  கண தி  உ க  எ லா  மிக ெந கமாக, இைடெவளிேய இ லாம  பரவி ளன.

இ த கண தி  ஏேதா இ  உ கைள எ ெகா டா , அைவ இர  இைடேய உ ள ஓ
எ ட இ த கண தி  உ பாக இ . a ம  b எ  இர  இய  எ கைள
எ ெகா க . c = a+b

2
 எ ற எ ட இய  எ தா . இ த எ  a ம  b ஆகியவ

இைடேய இ . இ ேபா  a ம  c ஆகியவ ைற எ ெகா , இேத ேசாதைனைய  தி ப
ெச யலா . இ வா  ெச ேபா , எ த இர  தனி தனி இய  எ க  இைடேய ஓ  இய
எ ைண  கா பி க . அ ப ெய றா  எ த இர  இய  எ  இைடேய, பல பி ய ,

பல ாி ய  எ க , வி லா எ ணி ைக ள எ க  உ ளன எ  கா பி கலா .

இ ேபா  ெதாட சியான சா  எ றா  எ ன எ  பா ேபா . x � R (அதாவ , x எ  உ , R

எ  கண தி  உ ள  எ  ெபா ) எ  f (x) எ ப  ஒ  சா  எ  f (x) � R எ
ைவ ெகா ேவா . இ த  சா , a எ  ளியி  ெதாட சியாக இ கேவ  எ றா , இ த
ளி a-ைய ச ேற நக தினா , இதனா  f -  ஏ ப  மா ற  ஓ  எ ைல  உ ப டதாக

க ப தபட யதாக  இ கேவ . அதாவ , f (a + δ) − f (a) < ε. இ ேக ε எ ப  றி பி ட
ள ஓ  எ . இ ேக, δ � 0,  எ றா , ε � 0 எ பைத ேநா கி  ெச லேவ .

அ ப  இ தா , இ த  சா  a எ  இட தி  ெதாட சியாக உ ள  எ  ெசா லலா .

இேத நிைலதா  ஒ ேவா  இட தி  எ றா  இ த  சா , அத   சா பகமான (domain) R-

ெதாட சியான  எ  ெசா லலா . பல சா க , ஒ  சில ளிகைள  தவிர பிற இட களி
ெதாட சியானதாக இ . உதாரண , f (x) = 1

x
 எ ற சா , x = 0 எ ற இட ைத  தவிர, எ லா

இட தி  ெதாட சியாக உ ள . f (x) = 1

x2 −4
 எ ற சா , x = ± 2 ஆகிய இட கைள  தவிர  பிற

இட களி  ெதாட சியாக உ ள .

எ ெக லா  ‘ ழிய தா  வ  நிைல' வ கிறேதா அ ெக லா  க ைமயான ெதாட சி உைடத
ஏ ப கிற .

f (x) எ பதி  மதி , x மா ேபாெத லா  மா கிற . x � R எ , சா  ந றாக
வைரய க ப ள  எ  ைவ ெகா ேவா . அ ப யானா , x மா ேபா , இ த  சா  f (x)

எ பைத  படமாக வைரய . ெதாட சியி லாத சா கைள ட  படமாக வைரய . ஆனா ,

ெதாட சிய ற ளிகளி  சா பி  மதி  வி ைய ேநா கி விைர ெச .

கீேழ, நா  இ வைர பா ள சில சா களி  பட கைள  ெகா ேள . த , அழகான,

எளிைமயான ஒ  சா , f (x) = x2
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இ  ஒ  ெதாட சியான சா . இ ேபா , f (x) = 1

x
 எ ற சா ைப எ ெகா க . இதி , x = 0 எ ற

இட தி  ெதாட சியி ைம உ ள .

கைடசியாக, இர  இட களி  ெதாட சியி ைம உ ள சா ைப எ ெகா ேவா : f (x) = 1

x2 −4
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ேமேல உ ள பட தி  ெதாட சியி ைம உ ள இட களி  பட  சாியாக வரவி ைல. இத  காரண
என  பட  வைர  ெம ெபா  ஊ தி ய தா . இதி ேத, ெதாட சியி ைம உ ள இட க
எ வள  அபாயமானைவ எ  நீ க  ாி ெகா ளலா !

இ ேபா , வைக  (derivatives) எ றா  எ ன எ  பா ேபா . நி ட , இவ ைற fluxions எ
றி பி டா . ஒ  சா , ஒ  றி பி ட ளியி  எ த அள  மா கிற  எ பைத  றி பேத, அ த
ளியி  அத  வைக  ஆ . f (x) எ ற சா பி  வைக ைட 

� f

�x
 எ  றி பி கிேறா .

ஒ  சா  எ ேக ெதாட சிய  உ ளேதா, அ ேக அத  வைக ைட வைரய க யா . ஒ
ளியி  சா  வைக ைட  றி பிடேவ  எ றா , அ த  சா  அ த  ளியி

ெதாட சியாக இ கேவ . வைக ைட இ வா  வைரய கிேறா :

� f

�x
= limΔx�0

f (x+Δx)− f (x)

Δx

x எ  ளி  அ கி  சிறி  அைசைவ  ெகா க . இதனா , சா  f (x)-  எ ன மா ற
ஏ ப கிற  எ  பா க . இ த மா ற க  இைடேயயான விகிதேம வைக  ஆ . இ த
வைக ேட ஒ  சா தா . ஒ  சா  ஒ  றி பி ட ளியி  ெதாட சியாக உ ள  எ றா , அத
வைக  அ த  ளியி  ெதாட சியாக இ  எ  ெசா ல யா .

சில சா களி  வைக  எ ன எ  க பி  பா ேபா . ேமேல எ ென ன உதாரண கைள
பா ேதாேமா, அவ ைறேய எ ெகா ேவா .

f (x) = x2 எ பைத த  எ ெகா ேவா .

f (x + Δx) = (x + Δx)2 = x2 + 2x(Δx) + (Δx)2

� f

�x
= limΔx�0

x2 +2x

Δx

+(Δx)2 −x2

Δx
= limΔx�0 2x + Δx = 2x
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அ வள தா ! ஆனா  எ லா வைக  கண க ேம இ வள  எளிதானைவ அ ல. இ ேபா , f (x)

= 1

x
 எ ற சா  வைக ைட  க பி ேபா .

� f

�x
= limΔx�0

1

(x+Δx)2
−
1

x2

Δx
= limΔx�0

x2 −

x2 +2x


Δx

+(Δx)2



x2(x+Δx)2Δx
= limΔx�0

−2x

Δx

−(Δx)2

x2(x+Δx)2Δx

அ ல , 
� f

�x
= limΔx�0

−2x

x2(x+Δx)2
+ −Δx

x2(x+Δx)2
= −2

x2

இ ட அ வள  க னமாக இ ைல. நா  ஏ ெகனேவ பா த ேபால, x = 0 எ ற இட ைத  தவிர பிற
இட களி தா  இத  ெபா  உ . ெகா ச  அ ேக இ ேக சம பா ைட  த  ெகா னா
நன  ேதைவயான பதி  கிைட வி கிற . எ ேபா ேபால, க னமான கண ைக நா
ேபாட ேபாவதி ைல. f (x) = 1

x2 −4
 எ பத கான வைக ைட நீ க தா  க பி க ேபாகிறீ க !
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